2.8.6 Cisla iracionalni, éisla realna

Predpoklady: 020805

Pr. 1. Dopli tabulku (vSechny sloupce je mozné V§ipat bez kalkulaky).

X 0 |00004 100 | 2 | 900 | 22 | 169
36 81
Ix 25 | 0,09| 0,15
X 0 |0,0004 100 g—: 900 %’ 1,69 | 625 | 0,00810,0225
5 10
Jx | 0 002 10| & | 30 | = | 13| 25| 009/ 015

Hledametislo, jehoz druha mocnina se rovna 1,69 - fg&io nico malo ¥tsi nez 1=
-+ 1,1 ukité ne gislo 1,7 kongi nall=1),

e 1,2 ukité ne ¢islo 1, 2 konsi na22= 4),

« 1,3 je prvni podeely (&islo 1,3 korgi na3[3=9).

1,3
e 3
' Kontrola: 39 = /1,69=1,%
! 13

1,69

Pedagogicka poznamkaNejwtSi problémy jsou s odmocninowisla 1,69, kde maji Zaci
¢asto pocit, Z€islo neni mozné ,hezky* odmocnit (proto upozorhv zadani).

PF. 2:  Vyber spravnou definici druhé odmocniny.

a) Druh& odmocnina z nezapornéfielaa je takovésislo b, pro které platia® =b.
b) Druha odmocnina z nezapornétislaa je takové nezapornsslob, pro které

plati b* =a.

c) Druha odmocnina z nezapornétislaa je takové nezapornéslob, pro které
plati a= Jb.

d) Druh& odmocnina z nezapornéfisiaa je takovésislob, pro které platb* =a.

a) Druh&a odmocnina z nezapornéfielaa je takovésislob, pro které platia® =b.
Spatna {asteéné obracena) definice. Dosadinae=9, b= J9 =3 = dosadime do podminky
- a’=b: 9 =3 = 3patn.

b) Druha odmocnina z nezapornétislaa je takové nezapornislo b, pro které platb® = a.

- Spravna definice.

'« Dosadimea=9, b=+/9=3 = dosadime do podminky’ =a: 3 =9 = dole.

-+ Definice obsahuje podminku, Ze odmocnina je nezéadslo a je mozné ji hledat
pouze pro kladnéisla.



c) Druha odmocnina z nezaporngtislaa je takové nezapornéslob, pro které plati
a=+b.

- Spatna fasteén¢ obracend) definice. Dosadinae=9, b= J9 =3 = dosadime do podminky
a=+b: 9=4/3 = $patn.

d) Druha odmocnina z nezapornetislaa je takovetislob, pro které platb’ =a.
- Spatna definice. Obsahuje sice spravny vzorec yteni hodnoty odmocniny, ale
' neobsahuje poZzadavek na to, aby odmocnina bylgpoezi

Pr. 3: Dopli tabulku.

posledniislicecisla 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
| poslednkislice jeho druhé mocniny

posledniislicecisla 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
posledniislice jeho druhé mocniny  ( 1 4 D
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Pr. 4. Tabulku z pedchoziho fikladu mizeme vyuzit k tomu, abychombdnili, Ze
druh&@ odmocnina z Zadnéhiirpzenéhaisla nenize byt desetinnéislo s
‘ konenym paitem desetinnych mist. Najdi totomedreni.

' Predstavime si, Ze n#éplad plati\/i =1,412....x. Pismenem X jsme si oztit posledni
2

nenulovou cifru. Mlo by platit (\/E) (1,412..%° = -

To v&ak neni moznéislo (1,412...X)° musi mit dvojnasobny pet desetinnych mist nez

' &islo 1,412....%, pokud se ma rovnat 2y by se viechny tytoislice rovnat 0. Kdyz se viak

podivame do tabulky ztedchoziho fikladu, vidime, Ze pro Zadnou nenulovislici se na
. konci druhé mocninyisla O neobjevi.

Pedagogicka poznamkaPredchozi piklad zadavam ustrhned po kontrole tabulky. Neni
moc pravdpodobné, Ze ngseni pijde vétSicast Zak, ale skuténost, Ze si s tim
chvilku lamou hlavu fispiva k tomu, Ze 1épe chapteseni.

Ukazali jsme si, 76/2 se neda vyjdit jako desetinnéislo s konénym paitem desetinnych
mist, ale stéle zbyva moznost, Ze je mozné ji 2gpka zlomek (zlomek ize mit
nekoneéné, ale periodické vyj&dni desetinnyndislem - vyjadeni odmocniny na 10 000
desetinnych mist vSakip$ periodicky nevypadalo).

Zkusime pedpokladat, z7a/2 je racionalni a jde zapsat jako zlomek v zakladivianu

J2 =P , kdep ag jsou nesoutinacisla (bez spotmeého dlitele).
q

L2=2 (rovnici umocnime)
q



2
2= % /1G° (odstranime zlomek)
q

20° = p? gislo p? je adlitelné dwma = délitelné dwma je icislo p (dvojka v
prvaciselném rozkladdisla p® musi pochazet z prétselného rozkladdislap, ktery se v
gisle p® opakuje dvakrat> ¢islo p? je tedy dokonceditelné étyimi) = ¢islop mizeme
napsat jako nasobek 21=2k = p*=(2 El.k)2 = 4[K>.

29° =4k*>  [:2

q* = 2k? gislo ¢° je cklitelné dwma = délitelné dwma je i¢islo g (stejna Gvaha jako
pied chvili u¢islap)

Dokazali jsme, z&islap aq jsou dlitelna 2 a tim jsme dokazali, ) je ¢islo iracionalni.

Prac?
Ziskali jsme totiz spor. Na zatku jsme pedpokladali, Ze/2 je racionalni a je tedy mozné ji

zapsat pomoci nesotldych ¢iselp, q jako J2 =P . Z tohoto pedpokladu jsme vSak
q

odvodili, Zecislap, g jsou dlitelnd dema, cozZ je nesmysl. Neni mozné, aby z
predpokladu,Ze, q jsou nesouglinacisla, vyplynulo, Zze maji spaleého dlitele dvojku =

nas prvotni pedpoklad, ze plat{/E =P musel byt nespravnyaslo J2 tedy nejde zapsat
q
zlomkem (JE neni racionalni¢islo).

Odmocniny i dalSéisla, ktera nerizeme zapsat jako zlomky, ozingeme jakatisla
iracionalni.

Dodatek: Predchozi postup oztiajeme jako dkaz sporem -igdpokladame pravdivost
n¢jakého tvrzeni a z toho, Ze dojdeme z tohoto tvrkeresmysinému zéwu,
usoudime, Ze vychozi tvrzeni je nespravné.

Dodatek: Zzjisténi, 7e+/2 neni mozné vyjatat pomoci zlomk (a neni tedy racionalnim
¢islem), n¢lo zasadni vliv na vyvoj matematiky. K objevu dogiezi Pythagorejci
(feckad matematicka Skola vedena Pythagorem, podiéhdge pojmenovana
matematicka &ta, kterou budeme brzy probirat). Jejiceni spdivalo v tom, ze
v3e je mozné vyj&it pomoci pondra prirozenychcisel (napiklad se jim podalo
timto zpisobem popsat hudebni intervaly). Skuotest, zeV2 je iraciondlni, vedla
k velkému otesu v matematice a odklonu &idel ke geometrii (ktera byla

povazovana za daleko si|gi ¢ast matematiky, protoZe@ vyjadtila snadno jako
Uhlopri¢ku vecétverci o strag 1).

Traduje se, ze Pythagorejci objev iracionaﬁtitsla\/i tajili z obavy ze ztraty
prestize a Hippasos z Metapontu, ktery jeeye® vyzradil, byl z jejich
spol&enstvi vyloden a snad i utopen v Mo

Jak si tedy mame iracionakislo jako je+/2 predstavit?

Celacisla jsme zakreslovali ndselnou osu.
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Pridat naciselnou osu racionaldisla nebyl Zadny problém: N&klad obrazélsla§ jsme

ziskali tak,Ze jsme vzdalenost meigly 0 a 1 rozdili na tietiny.
1 1 | 1 1 1

-2 -1 o 1 1 2
3

Na osu niZzeme pomoci pravitka a kruzitka snadno dokrestiraz~/2 (predstavuje
Uhlopricku vectverci o stran 1).
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Dodatek: Skut&nost, Ze jsme nalezli idselné ose misto prd§ , kterd nejde vyjéit
pomoci zlomku, ma zajimavyasgledek. Akoliv mezicisly 1 a 2 je na ose
zobrazeno nekoraé mnoho racionalnichisel, festo tam #stava nekonme
mnoho dr, které zaplni pr&obrazycisel iracionalnich.

Jak souvisi obraz naselné ose s pokusem o vyiadi odmocniny z minulé
hodiny~/2 =1.4142135623?

Ukazovali jsme si, jak @Zzeme zpesiovani odhadu kontrolovat pomoci untogani,
sledujeme, co seif naciselné ose.

0 10
1<J2<2 V2
protozel? <2< 2 : I :
1 2 2
1,4< \/_2< 1k - V2 2
protozel 4 < 2< 1,3 : I :
14 5 1,5
1,41<y/2< 1,47 142 1.5
protozel, 4F < 2< 1,42 : I :
1,41 J2 1,42
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1,414<+ 2< 1,41!
protozel, 414 < 2< 1,415

] |
I | T
1,414 J2 1,415

Co jsme zjistili?
* Vlevém sloupci mam#adu desetinnycbisel 1; 1,4; 1,41; 1,414; ..., ktera jsou mensi
nez [fesna hodnota/2, ale jejichz hodnota se k hod#o2 neustale pblizuje (s
tim, jak roste péet jejich desetinnych mist a tim, jak se t@&gla z\&tSuji).
e Vlevém sloupci mam#adu desetinnyctiisel 2; 1,5; 1,42; 1,415; ..., ktera jsatidf
nez gesna hodnota/2 , ale jejichz hodnota se k hod#of2 neustale pblizuje (s
tim, jak roste péet jejich desetinnych mist, a s tim, jak se tégta zmen3uji).

« Hodnota+/2 je uzavena vzdy mezi dvojicéthtocisel a jeji nediitost (vzdalenost
mezicisly na ose) velmi rychle klesa (pravy sloupec).

Zagislo v/2 povazujemeislo, ke kterému "s#tuje" rostouciadacisel 1; 1,4; 1,41; 1,414;
..., a zarovie i klesajiciradacisel 2; 1,5; 1,42; 1,415; ...

Za obraztisla~+/2 povazujeme bod niiselné ose ke kterému se stahujickigezakreslené v
pravém sloupci.

Hodnotugisla~/2 dokaZeme uit na libovolny p@et desetinnych mist (existuji i rychlejsi
postupy nez opakované uniovani z minulé hodiny).

Cisla, kterd nemizeme vyjadit ve formé zlomku (odmocniny,&islo 7z, ...),
oznalujeme jako ¢€isla iracionalni.

Cisla raciondlni a iracionalni tva‘i dohromady mnozinuéisel realnych.
Reélnaéisla nam umoiuji vyjad ¥it vSechny vzdalenosti Eisla k nim opaina.

Kazdy bod nacéiselné ose je obrazem pravjednoho realnéhodisla. Kazdé
realné ¢islo mizeme zobrazit natiselné ose pra¥ jednim bodem.

Dodatek: Skut&nost, Ze neni mozné zapsatgnou hodnotu/2 jako desetinnéislo neni

S . IV I T . —
ve skutgnosti zadny problém. Uz fusla5 jsmeftesili stejny problém #&eSenim

bylo, Ze jsme zali pouzivat zapis postupg (4 &leno femi) jako esné

vyjadieni hodnoty zlomku. Stejrtak nizeme vnimat zapis postup@ (¢islo,
jehoz druh& mocnina se rovna 2) jakegmy z4pis jeho hodnoty a pouZivat tento
Zapis ve vypdtech.

Pii vypoctech se redlnymiisly mizeme pouZzivat vSechna pravidla, ktera jsme pouzial
vypoctech sCisly racionalnimi. Stefatak Zistavaji v platnosti znaménkova pravidla pro
nasobeni adeni.
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a) V1100 b) (~v/3)f-3) c) _ijg
| _ _ V5 _
a)V1100= 0 b) (—3){-V/3)=3 )= =-1

Pr. 6: Jsou dana libovolna realdéslaa, b ac. Zapis pomocidchtocisel.
a) Sitani realnycRisel je komutativni.
b) Sitani realnycRisel je asociativni.
c) Nasobeni redlnyatisel je komutativni.
d) Nasobeni realnyatisel je asociativni.
e) Nasobeni realnyatisel je distributivni vzhledem keisani.

' a) itani realnychtisel je komutativnia+b=b+a.

' b) itani reélnychisel je asociativnia+(b+c)=(a+h)+c.

- ¢) Nasobeni reélnyatisel je komutativnia =b[a.

d) Nasobeni realnyctisel je asociativnia{b[t) = (ab)[c.

e) Nasobeni redlnyatisel je distributivni vzhledem keitani: alfb+c) =ab+ac.

Pr. 7. Jak&isla ozndujeme jako navzajem opraa? Najdicislo op&né kcislu 3J/2.

- Cisla nazyvame navzajem @, jestlize se jejich séat rovna nule= &islem opanym k

 &islu 32 je sislo -37/2.

‘ Pr. 8: Jak&fisla ozndujeme jako navzajem opr@a? Najdicislo op&né kcislu -24/3.

- Cisla oznaujeme jako navzajemigvracena, jestlize se jejich sturovna 1= gislem

" prevracenym Kislu —2/3 je ¢islo 1

2.3

Shrnuti:  N¢které odmocniny nejdou vyjéitlzZliomkem. Ozné&ujeme je jakaisla
iracionalni.



